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有限要素法によるローラ圧延 された円板の振動解析*
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Vibration Analysis of Disks Tensioned by Rolling 
       using Finite Element Method
Fumiyasu KURATANI, Sumio YANO, 
Takuzo IWATSUBO and Kozo OKITA
   This paper proposes a method for estimating natural frequencies of a disk tensioned by rolling 
without the use of eigenvalue analysis in finite element  analysis. The natural frequencies of a disk 
vary when the localized plastic deformation by rolling induces residual stresses in the disk. That is 
applied to improving the dynamic stability of a circular sawblade and the optimum condition of 
rolling can be predicted using finite element method. In the proposed method, the natural frequencies 
of a disk after rolling are estimated  fr_orn both the mode shapes of the disk before rolling and the 
stress distribution of the disk after rolling. This method is based on the similar idea of sensitivity 
analysis and requires eigenvalue analysis to only calculate the mode shapes of the disk before rolling. 
The effectiveness of the method is shown by comparing the natural frequencies obtained by the 
proposed method and by eigenvalue analysis in an example of the changing of rolling position. 
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1.緒 言
丸のこは木材の成型加工などに広 く用い られている。
しかし,加 工中に共振 による大 きな横変位が生 じ,加
工 された木材の寸法精度や表面状態を悪化 させること
があ り,問題 となっている.こ の共振の原因は,加 工
中の切削熱な どの影響 で丸のこ台金の外周部に圧縮熱
応力が発生 し,台金の固有振動数が低下す るためとい
われているωω.そ こで,あ らか じめ台金の外周部に
引張残留応力を与え,台 金の固有振動数の低下を防ぎ,
さらに固有振動数をよ り高 くす る,腰 入れ と呼ばれる
処理が施 される.特 に,ロ ー ラで台金 を局所的に圧延
し残留応力を与える方法は,ロ ーラ腰入れ と呼ばれ,
自動化の期待が持たれている.
ローラ腰入れに関する研究は,こ れまでにいくっか
なされている.木 村 ら(3)はローラ圧延 され た円板の残
留応力を解析 的に求 め,実 験結果 と比較 してい る.
Scjajerらωと岩田 ら(5)は残留応力だけでなく,ロー ラ
圧延 された円板の固有振動数 を求めている.し か しこ
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れ らの研究 は,台 金を均一な円板 とした理論解析的な
方法である.実 際の丸のこには外周部にチ ップや スリ
ットがあり,そ れ らをモデル化する上で理論解析的な
方法には限界がある.そ こで著者 ら(6)は,ローラ圧延
された丸のこの振動解析に,チ ップやス リットのモデ
ル化が容易な有限要素法の適用を試みた.し か し,有
限要素法解析では固有振動数を求めるたびに固有値解
析が必要で,種 々の圧延条件における固有振動数の変
化を把握 し,最適な圧延条件を決めるための計算負荷
は多 く,改 善の余地がある.
そ こで本報では,有 限要素法を用いてローラ圧延 さ
れた丸のこの固有振動数を求める際に,計 算負荷を低
減 させ る方法を提案する。その方法は圧延 された丸の
この残留応力を求めるだけで,固 有値解析 を必要とし
ない,こ こでは,丸 の こを均一な円板 として扱い,圧
延位置を変えた ときの固有振動数の変化を固有値解析
と提案する方法で求め,そ の結果を比較 し,提 案する
方法の有効性を検証する.
2.ロ ～ ラ腰入れ
ローラ腰入れでは,図1に 示すよ うに丸のこ台金の
上下に配置 した二つのロー ラで,台 金の円周上を一定
幅だけ圧延する.こ の圧延で台金は局所的な塑性変形
1
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を受け,図2の ように圧延部分の両側,特 に外周部に
大きな引張残留応力が生 じる.こ の応力は圧縮熱応力
を打ち消 し,さ らに固有振動数 を上昇させることにな
る.た だ し前報(6)で述べたように,ロ ーラ圧延により
外周部に引張残留応力が存在 して も,台金全体の応力
分布の状態 によ り振動特性が改善されない場合がある.
応力分布は圧延す るときのロー ラ圧力や圧延幅にも影
響 されるが,最 も影響 を受けるのは圧延する位置であ
るので,そ の適正な位置を決めることが重要な課題 と
なっている(7).
3.解 析理論
C
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有限要素法を用いてローラ圧延 された円板の振動特
性を解析す る方法 を述べる.
3.1運動方程式 有限要素法でモデル化 された円板
の運動方程式は,一 般に次のように表す ことができる.
[M]{u}+【K】{u}={!}(1)
ここで,[M】と[KJはそれぞれ質量行列と剛性行列で,
{u}と{.f}はそれぞれ変位 と外力のベク トルである.
ローラ圧延 により円板の固有振動数が変化するのは,
圧延により円板にある分布の残留応力が形成 されるた
めである.そ のとき質量分布の変化はほとんど見 られ
ないが,剛 性特性 は大 き く変化す る.そ の変化分 を
[K{σ}】と表す と,圧 延後の 円板の運動方程式は次の よ
うに表すことができる.
[ノレf】{々}+([K】+[1(r(σ)】){u}={f}(2)
ここで,{u}は圧延後の変位である.ま た,区 〔σ)1は初
期応力剛性行列 と呼ばれ,四 辺形シェル要素において
面内だけの応力を持つ ときには,要 素剛性行列は
【K{al】一 ∫【Bd]T
v
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(3)
となる(8).こで,6xと6yはそれぞれ要素座標系 に
おけるx方向, .v方向の垂直応力,%は せん断応力で
ある.ま た,【Bd】は変位勾配行列である.
3.2応力解析 初期応力剛性行列 を求めるために
は,圧 延 された円板の応力分布を求める必要がある.
ここでは応力分布 を求めるときに,圧 延で生 じる塑性
変形 を直接 に解析す るのではな く,文 献(3)で採用 さ
れているのと同じ考え方を用いる.す なわち,圧 延に
よる塑性変形で生 じる応力分布 と同 じ応力分布 を生 じ
させると想定され る温度分布荷重を与え,熱応力解析
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?
Fig.lRolltensioningofacircularsawblade.
Plasticallydeformedarea
Inneredge
辱胎
'班
Outeredge
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で応力を求める.温 度分布は圧延による塑性変形は圧
延部中央で最も大きく,そ の周辺で急激 に小 さくな り,
かつ連続であると仮定 したもので,次 式のガウス分布
関数か ら算出 した,
(r-7。)2}(4)T(r)=ノ4exp{-
2sz
ここで,T(Y)は半径Yの位置での温度,Aは 最大温度,
㌃は温度分布中心位置,Sは 温度分布幅を決める値で,
実際にはローラ圧延の ローラ圧力,圧 延回数お よび圧
延幅などから決定す る必要がある.
この解析方法は,塑 性変形を直接に解析す ることに
比べて計算負荷を大幅に低減できる利点がある.な お
解析精度については,有 限要素法によるものではない
が,残 留応力の測定結果 と解析結果の比較(3)および圧
延後の固有振動数の測定結果 と解析結果の比較(4)がな
されてお り,解析方法の妥当性が示 されている.た だ
し,円板が座屈するまでの圧延に しか適用できない(3).
3.3振動解析 応力分布を有する円板の固有振動数
は,熱 応力解析により初期応力剛性行列を求め,そ の
後,次 式の固有値問題 を解 くことで求まる.
(【K]+[K{σ)】一 菱52【M]){φ}={0}(5)
ここで,wと{φ}はそれぞれ圧延後の円板の固有振動
数 と固有モー ドである.適 正な圧延位置を決めるため
には,温 度分布中心位置を変化 させた ときの固有振動
数の変化を知ればよい.し か し,そ のためには固有値
解析 を何度 も繰 り返す必要があ り,計算負荷が多大 と
なる.
そこで,圧 延後の円板の固有振動数を簡易に推定す
るための方法を提案する.基 本的には,温 度分布中心
位置Y、を一つの設計変数 と考え,設 計変数に対す る固
有振動数の感度(9)を求めるのと同様な考え方を用い る.
2
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圧延 前 のY次 の 固有振動 数 ω,と固有モ ー ド{φ.}は次
式 の関係 を満 たす.
([K]-CO,Z[M]){φ.}={0}(6)
これ を ㌃で偏微 分す る と
(【Kトwr2[Ml)讐
C}+(謬ξLグ 弓芽1){再}
zaw._-
ar_團{φ.}={°}(7)
とな り,左 か ら{φ,}Tを掛 け,【ル1】と【K]の対称 性 を考
慮す る と,固 有値(固 有振動 数 ω,の二乗)の 感度
∂グ{φ,}T(∂【κLω,2∂囮ろaY】){嬉}(8)
∂る{'Vr}T[ハ4】{φ,}
が得 られ る.ロ ー ラ圧 延 の場合 には[M]の変 化 はほ と
ん ど無 く,[K]は初 期応 力 剛性 行 列[K(σ)]分だ け変 化
す る と考 え られ るので,温 度 分布 中心位 置 が7。の とき
のY次 の 固有値 の変化 は
△礁)一{φ.}T[K(σ)】{φr{φ
.}T[M】{φ,}}(9)
で予 測 で き る こ とに な る.△ ωノが既 知 となれ ば,圧
延後 の固有 振動数 の予 測値wr(Y。)は次式 で求ま る.
あ,(γρ)=ω.2+△ω.2(・。)(10)
ここで,ω,は圧延前の固有振動数である.こ の方法
では,一 度だけ固有値解析 を行い圧延前の円板の固有
モー ドを求 めておけば,圧 延後の固有振動数は固有値
解析す ることなく容易 に推定することができる.
式(10)は次のように して導 くこともできる.圧延後
の円板の固有モー ドが圧延前の円板の固有モー ドの重
ね合わせ として
{φ}=【Φ】{ξ} (11)
の よ うに表 す こ とが で き る と仮定 す る.こ こで,[Φ]
は圧 延 前の 円板 のモー ド行 列,{ξ}はモ ー ド座 標ベ ク
トル で あ る.式(11)を式(5)に代 入 し,左 か ら[Φ】Tを
掛 ける と
(「k」+【Φ】T[K(σ)】【Φ]一δヲ2「m」){ξ}={0}・・・…(12)
が得 られ る.こ こで,「剃 と「幻 はそれぞれ モー ド質量
とモ ー ド剛 性 を対角 要素 とす る対角行 列 であ る.と こ
ろで,【Φ]T[K(σ)】[Φ】が対角 行列 となれば式(12)は非連
成 化 され るので,r番 目の方 程式 だけ を取 り出す と
(k,+{φ.}「[K(σ)】{姶}一傷2溺.)ζ;0(13)
とな る.こ こで,krとm,はY次 のモ ー ド質 量 とモ ー
ド剛性 で あ る.式(13)を変形 す る と
妊;kr+{φ.}7圏{砥}(14)
mmrr
が得 られ,圧 延後 の 固有振動 数 が直接推 定 でき る.ま
た,式(14)を整理 す る と式(10)と同 じにな るので,式
(10)の予測精 度 は式(12)の【Φ】T[K(σ)】[Φ】が対 角行列 に
な るか ど うか に大 き く関わ って くる.対 角化 され る条
件 として容 易 に推 察で き るこ とは,圧 延 前後す なわ ち
応力分布 の 有無 に よ らず 固有 モー ドの変化 が無い こ と
で あ る.例 え ば,圧 延後 の円板 の 固有 モ ー ドは式(5)
の剛性 項 【K]+[K(σ)]に関 して 直交 性を有す るので,モ
ー ド行 列 を【Φ]とす ると
[Φ】T(【K]+[K(σ)])[Φ]=「k」(15)
が成 り立 ち,さ らに圧延 前後 の固有 モー ドが 同 じ,す
なわ ち[Φ]=[Φ]なら
「k」+【Φ】「[K(σ)]【Φ]=「k」(16)
も満 た す はず で あ る.し た が っ て,[Φ]=[Φ]なら
[Φ汽 κ(σ)】[Φ]は対角 行列 とな る必要 が ある.そ こで,
圧 延前 後の 固有モ ー ドが近 けれ ば[Φ17[K(σ)】【Φ】が対 角
行列 に近 くな り,式(10)の推 定精度 が よい こ とになる.
次章 の数 値例 におい て,上 述 の こ とを確認 す る.
4.数 値 例
最初に,固 有値解析 により温度分布中心位置を変化
させたときの固有振動数の変化を求め,圧 延位置の最
適値が存在す ることを示す.次 に,提 案 した方法で圧
延後の固有振動数を予測 し,固 有値解析 で求めた値 と
比較す る.熱応力解析 と固有値解析には有限要素法解
析プ ログラム(ANSYS)を用いた.図3に,解 析に用い
た円板の形状 と要素分割例を示す.分 割は半径方向に
11分割,円 周方向に48分割で,要 素は四辺形シェル
要素 を用いた.材 料特性はヤング率E=206GPa,ボ
ア ソン比V=0.3,密度 ρ=7850kglm3,線膨 張係数
α;1.1×10-5°C-1である,
25
255 t=1.3
Fig.3Analyticalmodelforadisk.
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4.1応力解析 一例 として,半 径65㎜ の位置を中
心 として圧延 した ときに,円 板 に生 じる応力と等価な
応力 を生 じさせ ると考えられ る温度分布を図4に 示す.
ただし1最 高温度,温 度分布幅 については,具 体的な
ローラ圧延 における応力値 を想定 したものではない.
しか し,文 献(3)で述べ られてい るよ うに残留応力値
と等価 な応力を生 じさせ る最高温度 と温度分布幅を決
めることはそれ ほど困難なことではない.
図5に,図4の 温度分布荷重を与えたときに得 られ
た円板 の応 力 分布 を示す."○"が 円周 方 向の応力
を1"△"が半径方向の応力を表 してい る,曲 線はスプ
ライン関数による補間結果である.図5に おいて,温
度 を負荷 した部分には大きな円周方向の圧縮応力が発
生 しているが,そ れよ り外側の外周部には円周方向の
引張応力が発生 していることがわかる.
4,2振動解析 最初に,温 度分布 中心位置が固有振
動数に及ぼす影響 について検討す る.前 報(6)で,同じ
50
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温度分布荷重を負荷 しても,温 度分布中心位置が変わ
れば固有振動数が増減することを示 した.す なわち,
圧延はどの位置でもよいのではなく,な るべ く固有振
動数が高くなる位置が望ましい.し か し,そ の位置は
丸のこが使用 されるときのフランジ径(丸 のこを回転
させるために中央部をフランジで固定す る)に よ り変
わるはずである.そ こで,同 じ応力分布 を持つ円板 に
っいて,中 心か ら半径25㎜,55㎜,75㎜の位置まで
の節点を完全固定 した3種 類の境界条件で固有振動数
を求めた.
ところで,円 板の振動解析 を行 うと,応 力の有無に
関わ らず図6に 示す ようなある直径 上に振動 しない点
が並ぶ,い わゆる節直径を有する振動モー ドが得 られ
る.円 板の振動はこの節直径 の数で整理す るとわか り
やすいので,以 後,節 直径の数を基に固有振動数を整
理する.な お,図6の"Nd"は節 直径の数 を表す.
図7に,図4の 温度分布でその中心位置だけを半径
25㎜の位置から105㎜の位置まで10㎜ ごとに移動 さ
せた ときの 固有振 動数の変化 を示す.た だ し,図
7(a)は半径25㎜ より内側 を,図7(b)は55㎜より内
側を,図7(c)は75㎜より内側を固定 した場合の結果
である.な お,中 心位置0に おける値は圧延前の応力
分布を持たない円板の固有振動数である.
図7(a)の半径25㎜ より内側の節点を固定 した場合
では,円 板の中心に近い位置から外周 に近い位置に温
度分布 中心位置を変えてい くと,節 直径数0と1の 固
有振動数は最初減少 し,中心位置が45mm付近で最小
とな り,その後上昇する.一 方,節 直径数2か ら4の
固有振動数は最初上昇 し,中 心位置が65㎜ 付近で最
大 とな り,そ の後減少す る傾向にあることがわかる.
なお,図7(b),(c)の固定半径55㎜ と75㎜の場合 も
同様に,節 直径数0と1の 固有振動数はそれぞれ温度
分布中心位置が65㎜ と75㎜付近で最小,節 直径数2
から4の 固有振動数はそれぞれ温度分布 中心位置が
75㎜と85㎜付近で最大 となる.
前報⑥で,加 工中の切削熱などによる外周部の圧縮
熱応力は節直径数0と1の 固有振動数 を上昇させ,逆
に節直径数2以 上の固有振動数 を減少 させることを示
した.ま た,丸 のこの ように回転する円板においては,
結果的に節直径数2以 上のモー ドの固有振動数を増加
させてお く必要があることも述べた.し たがって,適
正な圧延位置は節直径数2以 上の固有振動数が大きく
なる位置である.し か し図7(a),(b),(c)を比較す
ると,固 定する半径が変われば固有振動数が最大とな
る温度分布 中心位置が異なることがわかる.さ らに,
どの固定半径 の場合にも厳密には節直径数2か ら4の
4
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固有振動数 が最大 となる温度分布中心位置が少 しずつ
異なっている,そ こで,ど こを最適な圧延位置 とす る
かは,ど のモー ドの危険速度(1°)(使用 中に丸のこに
共振をもた らす回転数)が 最も小さくなるかによる.
なお,固 有振動数が図7の よ うに変化するのは,円
板が圧延によって応力分布を持つ ことで剛性特性が部
分的 に変化す るが,そ の変化の様子が圧延する位置に
よって異なる.そ れに加 えて,剛 性の変化が固有振動
数の変化 に及ぼす影響が円板の半径位置 ごと,さ らに
節直径数 ごとに異なるため と考えられる.
4.3固有振動数推定精度の検証3.3節 で提案 した
圧延 された円板の固有振動数 を簡易に推定す る方法の
精度 を検証する.図7の 結果 と比較するために,図4
の温度分布 でその中心位 置だけ を半径25mmの位 置
600
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呈
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亜200
鋸
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Centeroftemperaturedistributionら[mm]
(a)Fixedatr=25mm
sao
から半径105㎜の位置まで10㎜ ごとに移動 させた と
きの初期応力剛性行列を求め,式(10)で圧延後の固有
振動数を予測 した.推 定精度の評価 には次式を用いた、
E,=∠ デ ・1・[%】(17)
ここで,」Pは予測 された固有振動数,Rは 固有値解
析で求めた固有振動数である.図8に 各温度分布 中心
位置における推 定誤差を示す.た だ し,図8(a)は半
径25㎜ よ り内側を,図8(b)は55㎜よ り内側 を,図
8(c>は75㎜より内側 を固定 したときの結果である.
図において,推 定誤差は固定半径25㎜ の温度分布
中心位置65㎜ と75㎜ の節直径数0お よび固定半径
75㎜の温度分布中心位置85㎜の節直径数2に おいて
大きくなっているが,そ の値は3.5%程度で,そ の他
の誤差はほとんどが2%以 下である.し たがって,式
(10)で十分に圧延後の固有振動数が予測可能であると
いえる.
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次に,3.3節で式(10>の推定精度 に関して検討 した
事項 を確認す る.式(10)の推定精度がよいのは,式
(12)の項
[K(σ)HΦ]T[K(σ)][Φ】(18)
が対角行列に近いためと考えられる.そ の点を確かめ
るために,図8に おいて固定半径25㎜ で節直径数0
の推定誤差が大きい温度分布 中心位置65㎜ と,節 直
径数2以 上の誤差が大きい温度分布中心位置95㎜ の
初期応力剛性行列に関 して[K(a)1を計算 した.モ ー ド
行列[Φ】は固定半径25㎜のものであり,計 算に含める
モー ドは低次か ら5個 すなわち図8で 示 した節 円数が
0で節直径数が0か ら4の モー ドだけではなく,節 円
数2ま で と節直径数7ま でのモー ドとした.こ れは,
節 円数が0で 節直径数が0か ら4の モー ドと高次のモ
ー ドとの連成の影響 を調べるためである.表1に は,
節 円数0と1で 節直径数0か ら4の モー ドだけの結果
を示す.表 中,"Nc"は節 円の数を,"Nd"は節直径の
数 を表す.
表において,温 度分布 中心位置が65㎜と95㎜のど
ちらの場合 も,対角項を除 くと節直径数が同じで節円
数が異なるモー ド間の ところに値の大きいものが見 ら
れ る(二 重線で囲んだ箇所).す なわち,節 直径数が
異なるモー ド問では連成がほとんどないが,節 直径数
が同 じで節円数が異 なるモー ド問では連成が見られる
ことになる.こ の傾 向は,表 に示 していない節円数2
さらに節直径数5か ら7の 場合 も同様であった.こ の
値の大きい非対角項の存在が固有振動数の推定誤差を
生む要因 となっていると考えられるので,非 対角項の
値 の大 き さと誤 差 との関係 につ いて考 察 した.表
1(a)と表1(b)の同 じ位置の非対角項の値を比べると,
温度分布中心位置65㎜ で推定誤差が大きかった節直
径数0の 場合 は,非 対角項の値が温度分布 中心位置
65㎜の方が95㎜ に比べて大きい.逆 に,温 度分布 中
心位置95㎜ で推定誤差が大きかった節直径数2か ら
4の場合では,非 対角項の値は温度分布 中心位置65㎜
の方が95㎜ に比べて小さくなっている.詳 細には,
表1の 対角項の値および圧延前のモー ド剛性の値を考
慮 して非対角項の値の影響を検討す る必要があるが,
基本的には[K(σ)】の非対角項の値が小 さく,対 角行列
に近くなると誤差が小 さくなる傾 向にあるといえる.
また,[K(σ)]が対角行列 に近 くなる場合 として,圧
延前後の固有モー ドの変化が小 さいことが考 えられる.
そ こで,圧 延前後の固有モー ドの相違を評価す るため
に,次 式の質量行列 に関す る直交性を調べた.
[m]=【Φ]T[ノレノ】[Φ】(19>
ここで,【Φ]と[Φ]はそれぞれ圧延前後のモー ド行列
である.圧延前後の固有モー ドをそれぞれ にモー ド質
量が1と なるよ うに正規化 した場合 には,固 有モー ド
が近ければ[m]の対角項が1に 非対角項が0に 近 くな
る.表2に,固 定半径25mmで温度分布 中心位置が半
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径65㎜ のときの圧延後のモー ド行列 と圧延前のモー
ド行列か ら計算 した[m]を示す.た だ しr表2で も節
円数0と1で 節直径数0か ら4のモー ドだけを示す.
表において,対 角項 に関 しては圧延前後の節円数0
で節 直径数3の モー ド間で値が1よ り少 し小 さくなっ
ているが,そ の他はすべて1で ある.非 対角項に関 し
ては,節 直径数が同 じで節円数が異なるモー ド間のと
ころで0以 外の ものが見 られ る.こ の節直径数が同 じ
で節円数が異なるモー ド間で他の非対角項よ り値が大
きくなるのは,表1と 同様な傾 向である.こ れから,
圧延前後で固有モー ドが変化す ると[m]の非対角項が
0と ならず,そ れに伴い[K(σ)1の非対角項 にも0以 外
のものが現れ,固 有振動数の推定精度が悪 くなると考
えられる.し かし,本数値例の場合,表2の 非対角項
の値が小 さいことか ら圧延前後の固有モー ドの変化は
少なく,そ の結果 として図8の 固有振動数の推定誤差
も小 さくなった と思われ る。
したがって,ロ ーラ圧延 された円板においては固有
振動数は大幅に変化す るが,固 有モー ドはほとん ど変
化 しない と考えられ るので,式(10)で十分に圧延後の
固有振動数が予測可能であるといえる.
5.結
?
本報では,有 限要素法を用いてローラ圧延 された円
板の固有振動数を求める際に,固 有値解析を必要 とし
ない方法を提案 した.こ の方法は感度解析の考え方を
基礎 とし,圧延前の円板の固有モー ドと圧延後の円板
の応力分布だけか ら圧延後の固有振動数を推定する.
数値例において,圧 延位置を変更 したときの固有振動
数を固有値解析 と提案 した方法で求め比較 した ところ,
提案 した方法[式(10)]で十分に圧延後の固有振動数
が予測可能であることがわかった.
また数値例では,フ ランジで固定す る半径 を3種 類
変え,圧 延位置を変更 したときの固有振動数の変化 を
求めた.そ の結果,固 定す る半径により最適な圧延位
置が異なることが明らかになった.
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